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Extensiones de cuerpos

Sean K,F cuerpos. Si K es un subcuerpo de F decimos que F/K es
una extensión de cuerpos. En este caso se considera a F como un K
espacio vectorial y la dimensión de F/K se denota por [F : K].
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Cuerpos finitos

Sean a, b, n enteros con n > 0.

a ∼ b si n | a− b

=⇒ Z/nZ = {0, 1, ..., n− 1}

Z/pZ es un cuerpo si y sólo si p es primo.

Si F es un cuerpo finito entonces |F | = pn para algún p primo y n ∈ N.
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Torres de cuerpos de funciones

Una extensión de cuerpos F/K se dice un cuerpo de funciones
algebraicas si existe un elemento x ∈ F trascendente sobre K tal que la
extensión F/K es finita.
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Una sucesión de cuerpos de funciones F = (F0, F1, . . . ) sobre Fq se dice
una torre si:

i) Para todo i ≥ 0 la extensión Fi+1/Fi es finita y separable.

ii) El cuerpo total de constantes de Fi, para todo i ≥ 0 , es Fq.

iii) Existe un cuerpo de funciones Fj con género mayor a uno.

El género de F se define como

γ(F) := ĺım
i→∞

g(Fi)/[Fi : F0],

donde g(Fi) es el género de Fi.

La tasa de descomposición de F se define por

ν(F) := ĺım
i→∞

N(Fi)/[Fi : F0],

donde N(Fi) el número de lugares racionales de Fi.

Se dice que F es asint. buena si γ(F) <∞ y ν(F) > 0.



Una sucesión de cuerpos de funciones F = (F0, F1, . . . ) sobre Fq se dice
una torre si:

i) Para todo i ≥ 0 la extensión Fi+1/Fi es finita y separable.

ii) El cuerpo total de constantes de Fi, para todo i ≥ 0 , es Fq.

iii) Existe un cuerpo de funciones Fj con género mayor a uno.
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Clasificación de Torres recursivas sobre F2

Sean F/Fq un cuerpo de funciones, con p = char(Fq), y w ∈ F tal que

p(T ) = T p
n

+ an−1T
pn−1

+ · · ·+ a0T − w

es irreducible en F [T ] y a0 6= 0. La extensión F (y)/F con p(y) = 0 se
dice de tipo Artin-Schreier.

Sean g(T ), f(T ) ∈ F2(T ) con deg f = deg g = 2 y F una torre
recursiva sobre F2 definida por

g(y) = f(x)

Entonces F está descrita por

y2 + y =
1

(1/x)2 + (1/x) + b
+ c

Teorema (Beleen-Garćıa-Stichtenoth).
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b c ecuación comp. asintótico

0 1 y2 + y =
x2 + x+ 1

x
buena

1 0 y2 + y =
x2

x2 + x+ 1
buena

0 0 y2 + y =
x2

x+ 1
buena

1 1 y2 + y =
x

x2 + x+ 1
?



La torre definida recursivamente sobre F2 por la ecuación

y2 + y =
x

x2 + x+ 1
(1)

tiene espacio de ramificación finito, más espećıficamente,

Ram(F) ⊆ {Pβ : β = 0, 1, α1, α2 o ∞}

con αi ∈ F2 y α2
i + αi + 1 = 0.

Teorema.



La tasa de descomposición de la torre

Consideremos la torre de cuerpos de funciones F sobre F2s , con
s impar, definida recursivamente por la ecuación (1), entonces el
número de lugares de racionales de Fi, para todo i ≥ 1, es cons-
tante.

Teorema.
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número de lugares de racionales de Fi, para todo i ≥ 1, es cons-
tante.

Teorema.

F8(x0)

F8(x0, x1)

F8(x0, x1, x2)

Pα

Qα,0 Qα,1
α = 0,∞

y2 + y = α
α2+α+1

Pα

Q

α ∈ F∗8

Rα,0,0

Qα,0

Rα,0,1

R



La tasa de descomposición de la torre

Consideremos la torre de cuerpos de funciones F sobre F2s , con
s impar, definida recursivamente por la ecuación (1), entonces el
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La traza de Fq a Fq se define como Tr(x) = xp
n−1

+ xp
n−2

+ · · ·+ x.

El polinomio T p − T − a es irreducible sobre Fq si y sólo si Tr(a) 6= 0.

Para todo a ∈ Fq se cumple que Tr(ap) = Tr(a).

La traza es una transformación lineal.

Sean θ, β ∈ F2s , con s impar, tales que θ2+θ = β
β2+β+1 . Entonces

Tr

(
θ

θ2 + θ + 1

)
6= Tr

(
θ + 1

θ2 + θ + 1

)
.

Lema.
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β2+β+1 . Entonces

Tr

(
θ

θ2 + θ + 1

)
6= Tr

(
θ + 1

θ2 + θ + 1

)
.

Lema.
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Demostración.

Supongamos que Tr
(

θ
θ2+θ+1

)
= Tr

(
θ+1

θ2+θ+1

)
entonces

Tr

(
1

θ2 + θ + 1

)
= 0.

Por otra parte, por hipótesis sabemos que θ2 + θ = β
β2+β+1 luego

1

θ2 + θ + 1
=
β2 + β + 1

β2 + 1
= 1 +

β

β + 1
+

(
β

β + 1

)2

.

Por último, como Tr(α) = Tr(α2) para todo α ∈ F2s y Tr(1) = 1
entonces

Tr

(
1

θ2 + θ + 1

)
= Tr(1) + Tr

(
β

β + 1

)
+ Tr

((
β

β + 1

)2
)

= 1.
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